Rijeseni neki zadaci iz poglavlja 5.1

Prije rijesavanja zadataka prisjetimo se bitnih stvari koje ce nas pratiti tijekom
njihovog promatranja.

Tvrdnja: (Osnovni trigonometrijski identiteti)

sinz + cos?z =1

sinx
tgx =

CcoST

cos T
ctgxr = —

sinx

Tvrdnja: (Adicijski teoremi)
sin (x +y) =sinx - cosy £ cosx - siny

cos(x+y)=cosz-cosy Fsinz-siny

te (z + 1) tgr £tgy
T =——"
& Y l1Ftge-tgy
ctgr-ctgy F1
t :l: e .
ctg (@ £ y) ctgy tctgx

Tvrdnja: Formule redukcije

. e o .
sin (5 —i—t) =cost cos (5 —|—t) = —sint

(5 1) et (3 ) =i
Sin 9 = COS COS 9 = Sln

sin (r+1¢) = —sint cos (7w +t) = —cost

sin(m —t) =sint cos(m —t) = —cost

. 3T R .
sin ?—}—t = —cost cos ?—l—t =sint

. 3T /) — " 3T ) -
sin 5 = —cos cos 5 = —sin

Tvrdnja: (Trigonometrijske funkcije dvostrukog kuta)
sin2z = 2sinz cosx

cos 2z = cos® x — sin?

2t
tg2r = —2EL
1—-tgz
tg?z — 1
ctg2r = 28 T2
2ctgx



Tvrdnja: Sinus i kosinus polovicnog kuta:

1—
gin L = 4,/ 08T
2 2
/1
cosE =4+ 7+COS.’E
2 2

Tvrdnja: (Transformacija umnoska u zbroj)
. 1. .
sinzcosy = o [sin (z + y) + sin (z — y)]
cosxsiny = 3 [sin (z + y) — sin (z — )]
1
cosTCosy = o [cos (x + y) + cos (x — y)]

1
sinzsiny = 3 [cos (x — y) — cos (z + y)]

Tvrdnja: (Transformacija zbroja u umnozak)

+ —
sinx—|—siny:2sinz ycosx Y
2 2
. . Tty . Ty
sinz — siny = 2 cos sin —
cos:z:+cosy:2cosx Yeos LY
2 2
. x4y . r—y
cosT — cosy = —2sin sin 5

Prisjetim se jos vrijednosti trigonometrijskih funkcija za istaknute kuteve:

T T T T 3T
. 1 2 3
SN x 5 7 7 ]. 0 ']. 0
cosT @ Q 1 0 -1 0 1
2 2 2
3
tgx g 1 V3 nedef. 0 nedef. 0
3
ctgx V3 1 % 0 nedef. 0 nedef




& Zadatak 1: (str. 118) 2) Rijesi sljedecu jednadzbu:

\/5(:03(23:—%)—120

Rjesenje: Nas zadatak jest prvo probati dovesti danu trigonometrijsku jed-
nadzbu u oblik u kojem se na lijevoj strani nalazi samo trigonometrisjka funkcija,
a na desnoj neki broj. U tu svrhu "prebacimo" jedinicu na desnu stranu jed-

nakosti: -
\/5005(2:10—5) -1=0
V2 cos (Qx — g) =1
Nadalje podijelim jednadzbu s v/2:
7r
ﬁcos(Zx—g) =1/:V2
1)/5(308 (23@ — E) 1

ATV
cos(Qxfg):%

Zatim racionaliziram desnu stranu jednadzbe mnozeci brojnik i nazivnik s v/2:

m 1 V2 V2
cos(2x—g)=ﬁ'ﬁ: (\/?)2

cos (296— g) = g

Uvedem supstituciju t = 2z — % Tada jednadzba prelazi u sljedeci obliik:

cos (296— g) = g

Na ovaj nacin pocetnu jednadzbu sveli smo na osnovnu, te nas glavni zadatak

2
postaje odrediti za koje je kuteve ¢ vrijednost funkcije cos jednak g U tu

svrhu pogledajmo sljedecu sliku:



sin

E(ty
/ [N
[
[ ! ‘\ cos
o
w Bl ]
\ V2 Jojem
\ 2 )
N )
. Ay

2
Dakle kosinuse citamo na osi z, kako je g priblizno jednako 0.71 ucrtamo

tocku na osi x desno od ishodista, jer je pozitvna, na udaljenosti od priblizno
0.71. Te povucemo okomicu na os z kroz tu tocku. Zatim pogledamo sjeciste
tog pravca i brojevne kruznice, to su tocke E(t1) i E(t2).

Kako po definciiji kosinusa znamo da je to upravo x koordinata tocke na bro-
jevnoj kruznici pridruzene nekom broju, vidimo da ce tocke pridruzene broje-

2
vima t1 i to imati & koordinate jednake %, odnosno kosinusi brojeva t; i to bit
. . 2
ce jednaki upravo —.
Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Posluzimo se tablicom na dnu
s 2
prve stranice dokumenta, te iscitamo da je kosinus kuta 1 jednak g Dakle

uocimo da tada t; mora biti jednak T Pitanje je cemu je onda jednak t5? U

tu svrhu promotrimo sljedecu sliku:

Promatrajuci sliku mogu uociti da sam se do tocke E(t2) pokruznici od osi x
pomaknuo za istu udaljenost kao i do tocke E(t;) samo u suprotnom smjeru.

Posto smo zakljucili da t; mora biti jednako %’ tada to treba biti jednako —g,

jer se prema njoj pomicem u negativnom smjeru od osi  po brojevnoj kruznici.
To je ilustrirano na sljedecoj slici:



Dakle mozemo zakljuciti da su rjesenja jednadzbe na intervalu [0, 27| jednaka:

_7T
tl—z
o ™
tg——z

No kako znamo da je kosinus trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti pon-
avljaju nakon svakih 27, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

™

ty= 7 +2km, kel

@:—g+%mkez

No da bih dobio konacno rjesenje pocetne jednadzbe moram jos vratiti supsti-
tuciju. Vrijedi:

2 — - =t
5

Racunam:
Vs

233173:%4*21437(

. T
"Prebacim" 5 na desnu stranu:

™ s
201 = — + — + 2k
T 4+5—|— ™

Svedem sumu na desnoj strani na zajednicki nazivnik jednak 20:

5m + 4w 9
201 = ——— + 2kn = — +2
T 20 + 2km 20 + 2km
Sve podijelim s 2:
221 = 2% ok /2
1720 ‘
91

Yo 90 n "2k
p 2 A

1




97

= 40+k7r, keZ
Nadalje racunam:
7r s

. T
"Prebacim" 5 na desnu stranu:

s ™
209 = —— + — + 2k
T2 4—!—5—1— s

Svedem sumu na desnoj strani na zajednicki nazivnik jednak 20:

—bm +4m s

Sve podijelim s 2:
T
2z2:72—0+2kﬂ'/:2

i
A _ 20 n Zkm

P 2 %4
1

T
= —— Z
To 40+k7r,k6

Napomena: U knjizi su rjesenja zapisana na malo drugaciji nacin, no u
sustini su ista ako probate izracunati sumu odnosno razliku danu u knjizi!

Dakle rjesenja pocetne jednadzbe su:

97

BTy

+km, kel

0
xg——E—&-lm,keZ

& Zadatak 2: (str. 118) 5) Rijesi sljedecu jednadzbu:

1
/. 7N
in (4 7)
sm( x+6

Rjesenje: Nas zadatak jest prvo probati dovesti danu trigonometrijsku jed-
nadzbu u oblik u kojem se na lijevoj strani nalazi samo trigonometrisjka funkcija,
a na desnoj neki broj. U tu svrhu pomnozimo cijelu jednakost s nazivnikom li-
jeve strane:
1
7W:2/-sin(4x+z>
: 6
sin (435 + 6)




- 6 :23in<4x—|—z)
sin =~ )1 6

6
1 =2sin <4x+ )
6
Nadalje jednakost podijelimo s 2 kako bi na desnoj strani dobili samo trigonometri-

jsku funkciju, a na lijevoj broj:

1:251n<4x+%)/:2

1 19 sin (496 + %)
%

1
3= sin <4x + %)
Uvedem supstituciju ¢t = 4z + % Tada jednadzba prelazi u sljedeci obliik:
1 s
5= sin <4x + 6)
——
t
1 -
— =sin
2

Zamijenim lijevu i desnu stranu jednadzbe da poprimi standardni oblik:
- 1
sint = —
2

Na ovaj nacin pocetnu jednadzbu sveli smo na osnovnu, te nas glavni zadatak
1
postaje odrediti za koje je kuteve ¢ vrijednost funkcije sin jednak 7 U tu svrhu

pogledajmo sljedecu sliku:

. . 1
Dakle sinuse citamo na osi y, kako se 3 nalazi na sredini izmedu ishodista i

71'
tocke 5 ucrtamo tocku na osi y iznad ishodista, jer je pozitvna, na udaljenosti



od 0.5. Te povucemo okomicu na os y kroz tu tocku. Zatim pogledamo sjeciste
tog pravca i brojevne kruznice, to su tocke E(t1) i E(t2).

Kako po definciiji sinusa znamo da je to upravo y koordinata tocke na brojevnoj
kruznici pridruzene nekom broju, vidimo da ce tocke pridruzene brojevima t; i

to imati y koordinate jednake 3 odnosno sinusi brojeva t1 i to bit ce jednaki

1
upravo —.
Prave 5

Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Posluzimo se tablicom na

s 1
dnu prve stranice dokumenta, te iscitamo da je sinus kuta 5 jednak 3 Dakle

uocimo da tada t; mora biti jednak Z Pitanje je cemu je onda jednak t5? U

tu svrhu promotrimo sljedecu sliku:

sin

N (7
Et) / \\I;‘(E)
,,,,,,,,,, . —— N
1
2 o
- T
B | 0/2m
\\\ //'
AN e

Promatrajuci sliku mogu uociti da sam se do tocke E(t2) po pokruznici od tocke
pridruzene kutu 7 pomaknuo za istu udaljenost kao i do tocke E(t;) samo u

T
suprotnom smjeru. Posto smo zakljucili da ¢t; mora biti jednako —, tada t

treba biti jednako 7 — & jer se prema njoj pomicem u negativhom smjeru od

5T
tocke pridruzene kutu 7w po brojevnoj kruznici, dakle to mora biti 5 To je

ilustrirano na sljedecoj slici:

Dakle mozemo zakljuciti da su rjesenja jednadzbe na intervalu [0, 27| jednaka:

t_ﬂ'
7%



o7
tQZK

No kako znamo da je sinus trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti ponavl-
jaju nakon svakih 27, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

t1:%+2k7r,k€Z

5
t2:%+2k7r,keZ

No da bih dobio konacno rjesenje pocetne jednadzbe moram jos vratiti supsti-
tuciju. Vrijedi:

T
4 — =t
T + 6
Racunam: -
Pokratim sto se pokratiti dade:
day + ]Z =7 4 okn
4%1 = 2km
Sve podijelim s 4:
4oy = 2km [ : 4
14!1”1 - lzkﬁ
A Ao
kmw

xlz?,kEZ

Nadalje racunam:

s 5t
41}2 =+ 6 = K + Qkﬂ'
"Prebacim" % na desnu stranu:
T 5w
4'132:—84—?4—2](}77

Zbrojim sumu na desnoj strani, nema potrebe svoditi na zajednicki nazivnik jer
je on vec jednak:

4
Ay = % T %n

Pokratim sto se pokratiti dade:

2
4332 = ﬂ +2k’/T

B3

2
Agy = % + %n



Sve podijelim s 4:

Ty==+— keZ

Dakle rjesenja pocetne jednadzbe su:
km
r1 = 77 keZ

T km
=—+4+—, ke’
T2 6+ 27 €

& Zadatak 5: (str. 118) 5) Rijesi sljedecu jednadzbu:
w (3 —2) +oos (F+2) =
s - — cos  — =0
n ( 1 x|+ 1 +x
Rjesenje: Promotrimo li jednadzbu mozemo uociti da ona sadrzi vise razlicitih
trigonometrijskih funkcija kao i razlicite argumente unutar tih trigonometrijskih

b ™
funckija, — —« odnosno — — x. I to u nacelu stvara problem kojeg bi se trebali

nekako rijesiti zelimo 1i rijesiti ovu trigonometrijsku jednadzbu. U ovakvim
slucajevima potrebno je zapravo mudrim koristenjem formula redukcije svesti
funkcije unutar jedndazbe na jednake, kao i isti argument.

Pogledajmo cemu je jednak slijedeci izraz (pokusavamo dobiti nesto pogodno za

formulu redukcije):
™ ™ T
5-(G-n)=5-Te

2 4 2 4
Svedem razlomke na desnoj strani jednakosti na zajednicki nazivnik 4 kako bi

ih oduzeo:
I_<Z_ )_z_zﬂ_?ﬂ—ux
2 \1 Y) Tyt

. . ™ . T
Na ovaj nacin sam zapravo povezao argumente 1 %1y + x pogodan za

4
koristenje kod formula redukcija, naime znam da vrijedi:

(W t) int
COS | — — — Sin
2

10



Sto znaci da u nasem slucaju mora vrijediti:

(f+2) =eos|5-(G-2)] =om(F-2)

cos |—+x) =cos|=—(—-—x)| =sin(-—=z
4 2 4 4

——

o

2”7 ( 4 _”)
Na ovaj nacin pocetnu trigonometrijsku jednadzbu mozemo svesti na onu koja

7
se sadrzavati samo izraz sin (Z — x) Sredimo dakle pocetnu trigonometrijsku:

jednadzbu imajuci to na umu

sin? (g —33) + cos (%—i—x) =0
(T
sin (47&?)

o (5 -2) i (5-0) =
Sin (4 T | + sin 1 T
Uvedemo supstituciju ¢ = sin (g — x), pa trigonometrijska jednadzba prelazi u

algebarsku:
?—t=0

Ovu jednadzbu rijesimo standardno rastavljanjem na faktore:
tit—-1)=0

Sada znam da ako je umnozak neka dva broja jednak 0, tada je ili prvi od ta
dva broja jednak 0 ili je onaj drugi jednak 0. Primjenim li tu cinjenicu u nasem
slucaju mora vrijediti:

t=0ilit—-1=0

Dakle rijesimo li te dvije jednostavne linearne jednadzbe dobijemo:
=0 ili to=1
I time smo rijesili nasu jednadzbu s time da smo dobili dva rjesenja i to:
t1 =0
to =1

No da bih dobio konacno rjesenje pocetne jednadzbe moram jos vratiti supsti-
tuciju. Vrijedi:

t=sin(§ - o)
=sm|— —
4 X
Na taj nacin dobijem dvije trigonometrijske jednadzbe:
™
i)
sin {7 —2

11



1:sin(£—m)

Usredotocimo se za pocetak na prvu od dvije trigonometrijske jednadzbe:

O:sin(g—x)

Uvedem supstituciju t = % — z. Tada jednadzba prelazi u sljedeci obliik:

0
0 =sin (Z — x)
—_———
t
0=sint
Zamijenim lijevu i desnu stranu jednadzbe da poprimi standardni oblik:

sint =0

Na ovaj nacin pocetnu jednadzbu sveli smo na osnovnu, te nas glavni zadatak
postaje odrediti za koje je kuteve ¢ vrijednost funkcije sin jednaka 0. U tu svrhu
pogledajmo sljedecu sliku:

sin

Dakle sinuse citamo na osi y, kako se 0 nalazi tocno u ishodistu ucrtamo tocku
tocno u ishodistu koordinatnog sustava. Povucemo okomicu na os y kroz tu
tocku. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne kruznice, to su tocke
E(ty) 1 E(t2).

Kako po definciiji sinusa znamo da je to upravo y koordinata tocke na brojevnoj
kruznici pridruzene nekom broju, vidimo da ce tocke pridruzene brojevima ¢,
i ty imati y koordinate jednake 0, odnosno sinusi brojeva t; i t5 bit ce jednaki
upravo 0.

Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Promotrimo li sliku danu malo
prije mozemo lako zakljuciti da sinusi kuteva 0 i 7 moraju biti jednaki 0. To
znaci da ocito t; mora biti jednak 0, odnosno t» mora biti jednak 7. To je
ilustrirano na sljedecoj slici:

12



Dakle mozemo zakljuciti da su rjesenja jednadzbe na intervalu [0, 27| jednaka:
t1 =0

tQZﬂ'

No kako znamo da je sinus trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti ponavl-
jaju nakon svakih 27, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

t1 =04+ 2kr =2km, k€ Z

to=m+2knm, keZ

No da bih dobio konacno rjesenje pocetne jednadzbe moram jos vratiti supsti-
tuciju. Vrijedi:

z t
e
4
Za pocetak rijesavam prvu jednadzbu:
tl = 2km
~
T
4
m
— —x =2k
1 X1 ™

. ™ ..
"Prebacim" 15 lijeve na desnu stranu:

m
—T=—7 + 2k

Pomnozim cijelu jednadzbu s —1:

-z = —% +2kw /- (-1)

mlzg—QkW,kEZ

13



Napomena: Dakle ovdje moram napomenuti da predznak ispred 2k7 je
potpuno nebitan jer broj k prolazi cijelim skupom cijelih brojeva Z. Jedinu
stvar koju predznak odredjuje jest kojim smjerom ce se ta setnja odvijati.
Imajuci to na umu ja cu umjesto predznaka — pisati predznak +. Jos jed-
nom napominjem da se na taj nacin skup brojeva definiran danim izrazom
nece promijeniti!

Prvo rjesenje cu pisati u obliku:
:E1:Z+2k7r, ke
Nadalje rijesavam drugu jednadzbu:

ta =7+ 2km
—~—

—x

I

£—$2:7T+2kﬂ'

"Prebacim" % s lijeve na desnu stranu:
—Tg = —% + 7+ 2km
Svedem sumu na desnoj strani na zajednicki nazivnik jednak 4:

-7+ 47

—xy = 1

3
+ 2kw = Iﬂ + 2k
Pomnozim cijelu jednadzbu s —1:
3
—2y = Zﬂ + 2k /- (~1)

3
$2=—%—2kﬂ',k€Z

Imajuci na umu malo prije izrecenu napomenu drugo rjesenje pisati cu u obliku:

3
x2=—£+2km kel

Rijesavajuci prvu trigonometrijsku jednadzbu dobili smo dva rjesenja i to
3
T, = %—i—ka, keZixg= —% +2km, k € Z. Nadalje preostaje mi jos rijesiti

drugu trigonometrijsku jednadzbu:

1:sin(g—x)

14



Uvedem supstituciju t = Z — z. Tada jednadzba prelazi u sljedeci obliik:

LT
1 =sin (Z — aj)
——
t
1 =sint
Zamijenim lijevu i desnu stranu jednadzbe da poprimi standardni oblik:

sint=1

Na ovaj nacin pocetnu jednadzbu sveli smo na osnovnu, te nas glavni zadatak
postaje odrediti za koje je kuteve ¢ vrijednost funkcije sin jednaka 1. U tu svrhu
pogledajmo sljedecu sliku:

Dakle sinuse citamo na osi y, kako se 1 nalazi u "najvisoj" tocki kruznice,
ucrtamo tocku tocno u sjecistu pozitivnog dijela osi y i kruznice. Povucemo
okomicu na os y kroz tu tocku. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne
kruznice, to je samo jedna tocka F(t).

Kako po definciiji sinusa znamo da je to upravo y koordinata tocke na brojevnoj
kruznici pridruzene nekom broju, vidimo da ce tocka pridruzena broju t imati
y koordinatu jednaku 1, odnosno sinus broja ¢ bit ce jednak upravo 1.

Dakle zadatak nam je otkiriti koji je to broj. Promotrimo li sliku danu malo

T
prije mozemo lako zakljuciti da sinus kuta 5 mora biti jednak 1. To znaci da

m
ocito t mora biti jednak —. To je ilustrirano na sljedecoj slici:

15



Dakle mozemo zakljuciti da je rjesenje jednadzbe na intervalu [0, 27] jednako:

t==
2

No kako znamo da je sinus trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti ponavl-

jaju nakon svakih 27, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

t:g+2k7r,k€Z

No da bih dobio konacno rjesenje pocetne jednadzbe moram jos vratiti supsti-
tuciju. Vrijedi:

e
1 rT=1
Racunam: .

%—x;»,z%—i—?lm

. ™ .s
"Prebacim" 15 lijeve na desnu stranu:

s ™
—r3=——+ — +2k
T3 4+2+ ™

Svedem sumu na desnoj strani na zajednicki nazivnik jednak 4:

—m 4+ 27

—z3 = 1

+ 2km = % + 2km
Pomnozim cijelu jednadzbu s —1:
s = % 4 2km /- (—1)

™

x3=—1—2k7r, keZ
Imajuci na umu malo prije izrecenu napomenu trece rjesenje pisati cu u obliku:
T
$3:—Z+21€7T, keZ

Rijesavajuci drugu trigonometrijsku jednadzbu dobili smo jedno rjesenje i to
T3 = —% +2km, k € Z. Dakle pocetna trigonometrijska jednadzba ima ukupno

3
tri rjesenja i to x1 = % + 2km, k€7, x5 = —Zﬂ- +2km, ke Zi

1:3:—2—|—2k7r, ke Z.

16



& Zadatak 6: (str. 118) 5) Rijesi sljedecu jednadzbu:

e (3700 oo (37
cg2x—c052x

Rjesenje: Dakle ovdje cemo opet iskoristiti formule redukcije, no prije toga

cosx
prisjetimo se da za trigonometrijsku funkciju kotangensa vrijedi ctgz =

sinz’
imajuci to na umu trigonometrijska jednadzba prelazi u sljedeci oblik:

cos 3—7r—|—x

2 _ 3T
_<37r >—cos 5 x
Sin ?er

Prijetimo se nadalje da vrijede sljdece formule transformacije:

. 3T
sin| — 4+t ) = —cost
2
3T .
cos 5 +1t| =sint

5Ty in ¢
COS _— = = — Sin
2

Primjenimo to na danu trigonometrijsku jednadzbu. Slijedi:

SlIl:E
ﬂ—!—
— 4z
2 = Cos 31 T
<37T ) 2
sin| —+x —_—
2 —sinx
— COS T
sinx .
= —sinx
—cCcosz

Pomnozit cemo cijelu jednadzbu s — cost:

Napomena: Ovdje se cini izrazito primamljivo podijeliti cijelu jednadzbu s
sin z i rijesiti se gomile problema, no to nazalost nije dopusteno jer postoji
opasnost od gubljenja rjesenja!

sinx .
—cosx__smx/ (—cos )
siny  (—eesT)! . ( )

: = —sinz - (—cosz
1—=€6sT 1

17



sinx = sinx cosx

Napomena oko dijeljenja jos uvijek vrijedi, umjesto da podijelimo cijelu jed-
nadzbu s sin x, izraz na desnoj strani "prebacit" cemo na lijevu:

sinx —sinxcosx =0
Nadalje izlucimo sin x pa trigonometrijska jednadzba prelazi u sljedeci oblik:
sina (1 —cosz) =0

Sada znam da ako je umnozak neka dva broja jednak 0, tada je ili prvi od ta
dva broja jednak 0 ili je onaj drugi jednak 0. Primjenim li tu cinjenicu u nasem
slucaju mora vrijediti:

sine =0 ili 1 —cosz =0
Dakle sredimo li te dvije trigonometrijske jednadzbe dobijemo:
sine =0 ili —cosz=-1/-(-1)

sinz =0 ili cosz =1

I time smo dobili dvije nove osnovne trigonometrijske jednadzbe koje lako rije-
savamo:
sinz =0

cosx =1
Za pocetak rijesavam prvu trigonometrijsku jednadzbu:
sint =0

Glavni zadatak postaje odrediti za koje je kuteve ¢ vrijednost funkcije sin jed-
naka 0. U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:

Dakle sinuse citamo na osi y, kako se 0 nalazi tocno u ishodistu ucrtamo tocku
tocno u ishodistu koordinatnog sustava. Povucemo okomicu na os y kroz tu

tocku. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne kruznice, to su tocke
E(t1) i E(t2).
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Kako po definciiji sinusa znamo da je to upravo y koordinata tocke na brojevnoj
kruznici pridruzene nekom broju, vidimo da ce tocke pridruzene brojevima t;
i to imati y koordinate jednake 0, odnosno sinusi brojeva t; i t3 bit ce jednaki
upravo 0.

Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Promotrimo li sliku danu malo
prije mozemo lako zakljuciti da sinusi kuteva 0 i 7 moraju biti jednaki 0. To
znaci da ocito t; mora biti jednak 0, odnosno t5 mora biti jednak 7. To je
ilustrirano na sljedecoj slici:

Dakle mozemo zakljuciti da su rjesenja jednadzbe na intervalu [0, 27| jednaka:
t1 =0

tgzﬂ'

No kako znamo da je sinus trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti ponavl-
jaju nakon svakih 27, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

1 =0+2knr =2kn, ke Z

ro=nw+2km, k€T

Rijesavajuci prvu trigonometrijsku jednadzbu dobili smo dva rjesenja i to
x1=2km, k€ Zixe=m+ 2kw, k € Z. Nadalje preostaje mi jos rijesiti drugu
trigonometrijsku jednadzbu:

cosx =1

Glavni zadatak postaje odrediti za koje je kuteve t vrijednost funkcije cos jed-
naka 1. U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:

I[‘“ru\
4

N Uojer

1
|
|

|

3 !
|
|
|
|
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Dakle kosinuse citamo na osi x, kako se 1 nalazi u "najdesnijoj" tocki kruznice,
ucrtamo tocku tocno u sjecistu pozitivnog dijela osi x i kruznice. Povucemo
okomicu na os x kroz tu tocku. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne
kruznice, to je samo jedna tocka E(t).

Kako po definciiji kosinusa znamo da je to upravo x koordinata tocke na bro-
jevnoj kruznici pridruzene nekom broju, vidimo da ce tocka pridruzena broju ¢
imati x koordinatu jednaku 1, odnosno kosinus broja t bit ce jednak upravo 1.
Dakle zadatak nam je otkiriti koji je to broj. Promotrimo li sliku danu malo
prije mozemo lako zakljuciti da sinus kuta 0 mora biti jednak 1. To znaci da
ocito t mora biti jednak 0. To je ilustrirano na sljedecoj slici:

|
|

|

|

|

- |

T ™~ [

- [
// \\\ |
/ U
i

| E(0)cos
| EL0)

Ea 1)

},0/2m

\ /

2l
|
|

- |
3 !
|

|

|

I

Dakle mozemo zakljuciti da je rjesenje jednadzbe na intervalu [0, 27] jednako:
t=0

No kako znamo da je sinus trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti ponavl-
jaju nakon svakih 27, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

r3=04+2knr =2kn, ke€Z

Rijesavajuci drugu trigonometrijsku jednadzbu dobili smo jedno rjesenje i to
x3 = 2km, k € Z. Uocimo da se dva rjesenja poklapaju, dakle pocetna
trigonometrijska jednadzba ima ukupno dva rjesenja i to z; = 2knw, k € Z i
xo =m+ 2km, k € Z.

& Zadatak 8: (str. 118) 6) Rijesi sljedecu jednadzbu:

tgxr —4ctgr =3
Rjesenje: Naj prije se prisjetimo da za trigonometrijsku funkciju kotangensa
vrijedi ctgxr = %, imajuci to na umu trigonometrijska jednadzba prelazi u
sljedeci oblik:

tgxr — 4@% =3
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Cijelu jednadzbu pomnozimo s tgx. Slijedi:

1
tex —4— =3 /-t
gr—ds /-tgx

"Prebacimo" 3tgx s desne na lijevu stranu:
tg?z —3tgz —4=0

Uvedemo li supstituciju k = tg x jednadzba prelazi u algebarsku, tocnije kvadratnu
jednadzbu:
k* =3kt —4=0

Izraz po kojem izracunavam rjesenja kvadratnih jednadzbi jest:

—b+ Vb% —4dac

klakQ = 2.

Nadalje ispisem koeficijente dane kvadratne jednadbe:

a=1
b=-3
c=—4

Uvrstim ispisane koeficijente u gornji izraz te racunam:

—(3) /(-3 — 41 ()
2

klv kQ = 1
3++v9+16
ki, ke = —————
2
3++25
ki,ko = ——
2
3+5
kthAE*
Dakle jedno rijesenje dane kvadratne jednadzbe jest:
3—-5 1
kl = — = % = —1

2 %
Dok je drugo rijesenje dane kvadratne jednadzbe:

3+5 ¢
k2:i:—8:4
2 A
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I time smo rijesili nasu jednadzbu s time da smo dobili dva rjesenja i to:
k1 =-1

ko =14

No da bih dobio konacno rjesenje pocetne jednadzbe moram jos vratiti supsti-
tuciju. Vrijedi:
=tgx

Na taj nacin dobijem dvije osnovne trigonometrijske jednadzbe:
—1=tgx

4=tgx

Usredotocimo se za pocetak na prvu od dvije trigonometrijske jednadzbe:
—1=tgx

Zamijenim lijevu i desnu stranu jednadzbe da poprimi standardni oblik:
tgr =—1

Nas glavni zadatak postaje odrediti za koje je kuteve t vrijednost funkcije tg
jednaka —1. U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:

tan

|o/27

Dakle tangense citamo na pravcu okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi x.
Ucrtamo tocku —1 na tom pravcu tako da se pomaknemo za 1 prema dole od
osi x na tom pravcu. Povucemo prvac kroz ucrtanu tocku na tom pravcu te
kroz ishodiste. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne kruznice, to su
tocke E(t1) i E(ts2).

Kako po definciiji tangensa znamo da je to upravo y koordinata tocke na pravcu
okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi x dobivene kao sjeciste pravca koji
prolazi ishodistem i tockom pridruzenom broju t;, odnosno t5, vidimo da ce
tocke dobivene kao sjeciste pravca kroz ishodiste i tocke pridruzene brojevima
t1 i to i pravca okomitog na os = kroz tocku (0,1) na osi  imati y koordinate
jednake —1, odnosno tangensi brojeva t; i to bit ce jednaki upravo —1.

Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Promotrimo li tablicu na dnu
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prve stranice dokumenta, mozemo uociti da se u njoj ne nalazi —1 u retku u
kojem su ispisane vrijednosti tangensa, no postoji broj 1. Pitanje je moze li nam
ta cinjenica pomoci oko odredjivanja brojeva t; i t2? U tu svrhu promotrimo
sljedecu sliku:

Promatrajuci sliku mogu uociti da sam se do tocke E(t1) pokruznici od osi x
pomaknuo za istu udaljenost kao i do tocke E(t;) samo u suprotnom smjeru.

Posto smo zakljucili da t; mora biti jednako 1 tada to treba biti jednak —E,

jer se prema njoj pomicem u negativnom smjeru od osi  po brojevnoj kruznici.
To je ilustrirano na sljedecoj slici:

Postavlja se jos pitanje koliko iznosi 2. Kako se tocka E (t2) gledajuci kruznicu
nalazi na dijametralno suprotnoj strani od tocke (¢1), a polukrug nase kruznice
ima opseg m, broj t5 trebao bi biti za 7 manji od broja t; ako se po kruznici
krecemo suprotno od smjera kazaljke na satu, drugim rijecima vrijedi:

s
t2:t1—7r:——77r

4

Svedem sumu na desnoj strani na zajednicki nazivnik 4:



tan

No kako znamo da je tangens trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti pon-
avljaju nakon svakih 7, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

m:fg+kmkez

)
th_Zﬂ.‘i‘k‘ﬂ',k‘eZ

No to se krace moze zapisati kao:
t:—g+kmkez

Razlog tome jest sto su te dvije tocke udaljene upravo za 7 jedna od druge.

Napomena: Kod tangensa je dovoljno odrediti samo jedno temeljno rjesenje
t jer tada znamo da su sva ostala rjesenja dana kao ts,, =t + k7w, k € Z.
Dakle u nasem slucaju nije bilo potrebno racunati t5, pa to ubuduce ni
necemo ciniti!

Dakle rjesenje prve jednadzbe jest x1 = —% + k7, k € Z. Nadalje trebamo jos
rijesiti drugu jednadzbu:
tgxr =4

Nas glavni zadatak postaje odrediti za koje je kuteve t vrijednost funkcije tg
jednaka 4. U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:
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™\ / 1o/2x

Dakle tangense citamo na pravcu okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi x.
Ucrtamo tocku 4 na tom pravcu tako da se pomaknemo za 4 prema gore od osi
 na tom pravcu. Povucemo prvac kroz ucrtanu tocku na tom pravcu te kroz
ishodiste. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne kruznice, to su tocke
E(t1) i E(t2).
Kako po definciiji tangensa znamo da je to upravo y koordinata tocke na pravcu
okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi x dobivene kao sjeciste pravca koji
prolazi ishodistem i tockom pridruzenom broju 1, odnosno t3, vidimo da ce
tocke dobivene kao sjeciste pravca kroz ishodiste i tocke pridruzene brojevima
ty ity 1 pravca okomitog na os = kroz tocku (0, 1) na osi « imati y koordinate
jednake 4, odnosno tangensi brojeva t1 i to bit ce jednaki upravo 4.
Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Promotrimo li tablicu na dnu
prve stranice dokumenta, mozemo uociti da se u njoj ne nalazi 4 u retku u
kojem su ispisane vrijednosti tangensa, niti bilo kakav slican broj. U takvim
slucajevima kada je vrjednost funkcije tangens razlicita od bilo koje vrijednosti
u tablici te vrijednosti suprotne onoj u tablici (broj iz tablice s negativnim
predznakom) kazemo da je rjesenje jednadzbe na intervalu [0, 27| jednako:

t, = arctg4

Napomena: Napominjem da je dovoljno odrediti samo t; zbog prirode

trigonometrijske funkcije tangens!

To je ilustrirano na sljedecoj slici:
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No kako znamo da je tangens trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti pon-
avljaju nakon svakih 7, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

t=arctgd+km, ke Z

Dakle rjesenje druge jednadzbe jest x5 = arctg4 + km, k € Z.
Time je zadatak rijesen, dobivena su dva rjesenja i to x1 = —% +km, keZi

xo = arctgd + km, k € Z.

& Zadatak 10: (str. 118) 4) Rijesi sljedecu jednadzbu:
2 sin? (E—km) — 3 cos (Z —x) +1=0
3 6
Rjesenje: Promotrimo li jednadzbu mozemo uociti da ona sadrzi vise razlicitih
trigonometrijskih funkcija kao i razlicite argumente unutar tih trigonometrijskih

funckija, T + x odnosno T _ £ 1to u nacelu stvara problem kojeg bi se trebali

nekako rijesiti zelimo li rijesiti ovu trigonometrijsku jednadzbu. U ovakvim
slucajevima potrebno je zapravo mudrim koristenjem formula redukcije svesti
funkcije unutar jedndazbe na jednake, kao i isti argument.
Pogledajmo cemu je jednak slijedeci izraz (pokusavamo dobiti nesto pogodno za
formulu redukcije):

™ T T

T ()T T,

2 3 2 3
Svedem razlomke na desnoj strani jednakosti na zajednicki nazivnik 6 kako bi
ih oduzeo:

I_(E+x)_1_i+x_u_x
2 3 T2 3 6
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s (7r+) 0
——|g4+z)==-—=2
2 3 6

. . 7T . T .
Na ovaj nacin sam zapravo povezao argumente — +x i — —x na nacin pogodan

za koristenje kod formula redukcija, naime znam da vrijedi:

(” t) int
COS | — — — Siln
2

Sto znaci da u nasem slucaju mora vrijediti:

cos @ =cos |5 — (5 +2)] =sin (5 +2)

G

Na ovaj nacin pocetnu trigonometrijsku jednadzbu mozemo svesti na onu koja
7
se sadrzavati samo izraz sin (§ + a:) Sredimo dakle pocetnu trigonometrijsku:

jednadzbu imajuci to na umu

2 sin? (%—i—x) — 3cos (%—m) +1=0

(T
sm(SJrz)
2 sin? (g—f—x) —3sin(g+x) +1=0

Uvedemo li supstituciju k& = sin (g + z) jednadzba prelazi u algebarsku, tocnije

kvadratnu jednadzbu:
2k* —3k+1=0

Izraz po kojem izracunavam rjesenja kvadratnih jednadzbi jest:

—b+Vb?2 — dac

kla k2 = 2,

Nadalje ispisem koeficijente dane kvadratne jednadbe:

Uvrstim ispisane koeficijente u gornji izraz te racunam:
—(=3)+£4/(-3)*—4-2-1
2.2
3+v9-28
4

klakQ =

ki, ko =
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3+4/1

ki, ko = 1
3+1
khb=42*
Dakle jedno rijesenje dane kvadratne jednadzbe jest:
3—1 2 1
kl = — = — = —
4 A 2
Dok je drugo rijesenje dane kvadratne jednadzbe:
3+1 1
ko = St A =1

3 4

I time smo rijesili nasu jednadzbu s time da smo dobili dva rjesenja i to:

1
k1:§
ko =1

No da bih dobio konacno rjesenje pocetne jednadzbe moram jos vratiti supsti-

tuciju. Vrijedi:
k = sin (E + x)
3
Na taj nacin dobijem dvije osnovne trigonometrijske jednadzbe:

1_g (I+ )
2—sm 3 X

T
1 =sin (f + x)
3
Usredotocimo se za pocetak na prvu od dvije trigonometrijske jednadzbe:

%:sin(g—l—x)

Uvedem supstituciju t = g + 2. Tada jednadzba prelazi u sljedeci obliik:

1 LT
5 =sin (5 +9)
t
1 .
— =sint

2
Zamijenim lijevu i desnu stranu jednadzbe da poprimi standardni oblik:

sint = —
2

Na ovaj nacin pocetnu jednadzbu sveli smo na osnovnu, te nas glavni zadatak
1
postaje odrediti za koje je kuteve t vrijednost funkcije sin jednak 3 U tu svrhu

pogledajmo sljedecu sliku:
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1
Dakle sinuse citamo na osi y, kako se 5 nalazi na sredini izmedu ishodista i

T
tocke — ucrtamo tocku na osi y iznad ishodista, jer je pozitvna, na udaljenosti

od 0.5. Te povucemo okomicu na os y kroz tu tocku. Zatim pogledamo sjeciste
tog pravca i brojevne kruznice, to su tocke E(t1) i E(ta).

Kako po definciiji sinusa znamo da je to upravo y koordinata tocke na brojevnoj
kruznici pridruzene nekom broju, vidimo da ce tocke pridruzene brojevima t; i

to imati y koordinate jednake 3 odnosno sinusi brojeva t; i to bit ce jednaki

1
upravo —.
Prave 5

Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Posluzimo se tablicom na
1
dnu prve stranice dokumenta, te iscitamo da je sinus kuta % jednak 3 Dakle

uocimo da tada t; mora biti jednak T Pitanje je cemu je onda jednak t5? U

tu svrhu promotrimo sljedecu sliku:

sin

E(ty) / \E(%)
,,,,,,,,,, 14,,,,\,,,,,
3 co
3 T
\ | 0/2x
\ /
\\ /

Promatrajuci sliku mogu uociti da sam se do tocke E(t2) po pokruznici od tocke
pridruzene kutu 7 pomaknuo za istu udaljenost kao i do tocke E(t;) samo u

T
suprotnom smjeru. Posto smo zakljucili da ¢t; mora biti jednako 5 tada to

treba biti jednako m — &’ jer se prema njoj pomicem u negativhom smjeru od

5
tocke pridruzene kutu 7m po brojevnoj kruznici, dakle to mora biti T To je

ilustrirano na sljedecoj slici:
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Dakle mozemo zakljuciti da su rjesenja jednadzbe na intervalu [0, 27| jednaka:

T
tlzg
5
=g

No kako znamo da je sinus trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti ponavl-
jaju nakon svakih 27, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

t1:%+2km,keZ

5
t2:§+2kz7r,k:eZ

No da bih dobio konacno rjesenje pocetne jednadzbe moram jos vratiti supsti-
tuciju. Vrijedi:
s
-tz =t
3
Racunam: - -
— 41 ==+ 2km

3 6
"Prebacim" g na desnu stranu:
T 7
xry = —g + g + Qkﬂ'

Razlomke na desnoj strani svedem na zajednicki nazivnik 6 kako bi hi zbrojio:

T T 2+
xr1 3 + 6 + 2Km 6 + 2K7

xlz—%Jerm, ke

Nadalje racunam:
T " L% 4ok
— 4 =— m
377 6
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"Prebacim" il na desnu stranu:
T 57
To = _g + F + 2km

Razlomke na desnoj strani svedem na zajednicki nazivnik 6 kako bi hi zbrojio:

-2
R LN A s L o
3 6
3
Ty = % + 2km
Pokratim sto se pokratiti dade:
1
To = ;ﬁ —+ Qkﬂ'
2
x2=g+2k7r, keZ

Dakle rjesenja prve jednadzbe su:
1 :—%+2k7r, keZ
x2:g+2kﬂ', keZ
Nadalje preostaje mi jos rijesiti drugu trigonometrijsku jednadzbu:
1=sin (5 +2)
=sin(—-+=z
3
Uvedem supstituciju ¢t = T + z. Tada jednadzba prelazi u sljedeci obliik:
7r
1 =sin(7+2)
sin 1 +x
t
1 =sint
Zamijenim lijevu i desnu stranu jednadzbe da poprimi standardni oblik:
sint =1

Nas glavni zadatak postaje odrediti za koje je kuteve ¢ vrijednost funkcije sin

jednaka 1. U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:

——— - ———¢

cos
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Dakle sinuse citamo na osi y, kako se 1 nalazi u "najvisoj" tocki kruznice,
ucrtamo tocku tocno u sjecistu pozitivnog dijela osi y i kruznice. Povucemo
okomicu na os y kroz tu tocku. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne
kruznice, to je samo jedna tocka FE(t).

Kako po definciiji sinusa znamo da je to upravo y koordinata tocke na brojevnoj
kruznici pridruzene nekom broju, vidimo da ce tocka pridruzena broju ¢ imati
y koordinatu jednaku 1, odnosno sinus broja ¢ bit ce jednak upravo 1.

Dakle zadatak nam je otkiriti koji je to broj. Promotrimo li sliku danu malo

s
prije mozemo lako zakljuciti da sinus kuta 5 mora biti jednak 1. To znaci da

7r
ocito t mora biti jednak 7" To je ilustrirano na sljedecoj slici:

Dakle mozemo zakljuciti da je rjesenje jednadzbe na intervalu [0, 27] jednako:

™
t==
2

No kako znamo da je sinus trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti ponavl-
jaju nakon svakih 27, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

t=g+2kz7r,k:eZ

No da bih dobio konacno rjesenje pocetne jednadzbe moram jos vratiti supsti-
tuciju. Vrijedi:

m p—
g +x=t
Racunam: -
t = 5 + 2km
T
§+913

. ™ ..
"Prebacim" 3 s lijeve na desnu stranu:

$3=—§+g+2k7r
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Svedem sumu na desnoj strani na zajednicki nazivnik jednak 6:

T —2m 4+ 37
==+ —+2kn= —— + 2k
T3 3+2—|— T 6 + 2kT

x;;z%—f—?lm,keZ

Rijesavajuci drugu trigonometrijsku jednadzbu dobili smo jedno rjesenje i to
T3 = il + 2km, k € Z. Dakle pocetna trigonometrijska jednadzba ima ukupno

tri rjesenja i to x1 = —%+2k7‘1’7 k ez, x2=g+2k7r, keZi

1:3:%+2kﬂ', k€.

& Zadatak 12: (str. 119) 2) Rijesi sljedecu jednadzbu:

3
2sinz cos (; +x) — 3sin (7 — x) cosz + sin (g —|—;U> cosz =0

Napomena: Ovo je zapravo primjer homogene jednadzbe jer nakon sto se
dana jednadzba sredi preko formula redukcije dobit cemo jednadzbu oblika
asin?z + bsinzcosz + ccos?z = 0 za neke a,b,¢c € R sto je u sustini
homogena trigonometrijska jednadzba.

Rjesenje: Dakle prvo na danu jednadzbu primjenimo formule redukcije:

A
sin (5 —|—t) = cost

sin (r —t) = sint

3T .
cos 5 +1t| =sint

. 3T . LT
2sin z cos ?—i—x —3811’1(7T—$)COSJJ+SID(§ +m)cosx:
—_——— _2 7

sinx
cost

sinx

2sinxsinx — 3sinx cosx + cosxcosx = 0
2sin? 2z — 3sinxcosx + cos>z =0

Na ovaj nacin jednadzbu smo sveli na homogenu, koja se rijesava na nacin da
se podijeli ili s sin? z ili cos® z. Moja preporuka je da dijelite s cos? z jer cemo
na taj nacin dobiti trigonometrijsku fukciju tangens.
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Napomena: Prije u dokumentu pod jednom od napomena je naglaseno da se
u pravilu ne smije dijeliti s sin x, cos z ili nekom drugom trigonometrijskom
funkcijom zbog mogucnosti gubljenja rjesenja. No u slucaju kada se radi
o homogenoj trigonometrijskoj funkciji koja sadrzi sva tri clana, dakle i
sin? z, cos? x i sinx cos z to se nece dogoditi i slobodno se moze podijeliti
s sin?z ili cos?z. Razlog tome jest sto jednadzbe sinz = 0 i cosz = 0

nemaju zajednicka rjesenja.

Podijelimo cijelu jednadzbu s cos? z, dakle slijedi:

2sin?z — 3sinzcosz + cos’z =0 / : cos® ©

2sin®?z  3sinzcosxz  cos?z

cos? x cos? x cos? x

Pokratim sto se pokratiti dade:

2sin’z  3sinzcost!  lees?T

+ =0
cos? x cospCOS° T £esT T
2sin?z  3sinz
5 — +1=0
cos? x CcoS T
b n
. . a a . . . .
Prema identitetu o (E) sredim prvi clan sume, pri tome imam na umu da

sin
za trigonometrijsku funkciju tangensa vrijedi identitet tgz = ——. Racunam:
cosx

. 2 .

2(8111:17) _3smo: 4120
cos x CoS X
o~

tg? x tgx

2tg?z —3tgz+1=0

Uvedemo li supstituciju k = tg x jednadzba prelazi u algebarsku, tocnije kvadratnu
jednadzbu:
2k* =3k +1=0

Izraz po kojem izracunavam rjesenja kvadratnih jednadzbi jest:

—b+Vb?2 — dac

kla k2 = 2,

Nadalje ispisem koeficijente dane kvadratne jednadbe:



Uvrstim ispisane koeficijente u gornji izraz te racunam:

—(=3)+4/(-3)*—4.2-1

klak2: 2.9

3+v9-38
ki, ke = —————
4
+v1
. EL
4
3+1
ki ke = ——
Dakle jedno rijesenje dane kvadratne jednadzbe jest:
3—-1 2 1
ki=——=-"F==
4 Ay 2

Dok je drugo rijesenje dane kvadratne jednadzbe:

& C3+1 M4
T3 4L

I time smo rijesili nasu jednadzbu s time da smo dobili dva rjesenja i to:

1

1
k1:§
ko =1

No da bih dobio konacno rjesenje pocetne jednadzbe moram jos vratiti supsti-
tuciju. Vrijedi:
k=tgx

Na taj nacin dobijem dvije osnovne trigonometrijske jednadzbe:

=tgx

DN | =

1l=tgx
Usredotocimo se za pocetak na prvu od dvije trigonometrijske jednadzbe:
L t
Z —tox
B g
Zamijenim lijevu i desnu stranu jednadzbe da poprimi standardni oblik:

¢ 1

T =

SR

Nas glavni zadatak postaje odrediti za koje je kuteve t vrijednost funkcije tg

1
jednaka 3 U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:
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tan

Dakle tangense citamo na pravcu okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi x.

Ucrtamo tocku 2 na tom pravcu tako da se pomaknemo za 2 prema gore od osi

2 na tom pravcu. Povucemo prvac kroz ucrtanu tocku na tom pravcu te kroz
ishodiste. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne kruznice, to su tocke
E(t1) 1 E(ts).

Kako po definciiji tangensa znamo da je to upravo y koordinata tocke na pravcu
okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi « dobivene kao sjeciste pravca koji
prolazi ishodistem i tockom pridruzenom broju ¢, odnosno t5, vidimo da ce
tocke dobivene kao sjeciste pravca kroz ishodiste i tocke pridruzene brojevima
t1 1 t2 1 pravca okomitog na os z kroz tocku (0,1) na osi  imati y koordinate

jednake 3 odnosno tangensi brojeva t; i t2 bit ce jednaki upravo —.

Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Promotrimo li tablicu na dnu
1

prve stranice dokumenta, mozemo uociti da se u njoj ne nalazi — u retku u

kojem su ispisane vrijednosti tangensa, niti bilo kakav slican broj. U takvim
slucajevima kada je vrjednost funkcije tangens razlicita od bilo koje vrijednosti
u tablici te vrijednosti suprotne onoj u tablici (broj iz tablice s negativnim
predznakom) kazemo da je rjesenje jednadzbe na intervalu [0, 27] jednako:

1
t; = arctg 3

To je ilustrirano na sljedecoj slici:
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Napomena: Napominjem da je dovoljno odrediti samo t; zbog prirode
trigonometrijske funkcije tangens!

No kako znamo da je tangens trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti pon-
avljaju nakon svakih m, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

1
tlzarctg§+k7r, keZ

1
Dakle rjesenje prve jednadzbe jest x; = arctg 3 +km, ke Z.

Nadalje trebamo jos rijesiti drugu jednadzbu:
1l=tgz

Zamijenim lijevu i desnu stranu jednadzbe da poprimi standardni oblik:
tgr =1

Nas glavni zadatak postaje odrediti za koje je kuteve t vrijednost funkcije tg
jednaka 1. U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:

’
tan 4
s
sin s
.
T s
5 ’

E(t)
VT

Dakle tangense citamo na pravcu okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi x.
Ucrtamo tocku 1 na tom pravcu tako da se pomaknemo za 1 prema gore od osi
x na tom pravcu. Povucemo prvac kroz ucrtanu tocku na tom pravcu te kroz
ishodiste. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne kruznice, to su tocke
E(tl) i E(tz).

Kako po definciiji tangensa znamo da je to upravo y koordinata tocke na pravcu
okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi x dobivene kao sjeciste pravca koji
prolazi ishodistem i tockom pridruzenom broju ¢;, odnosno t5, vidimo da ce
tocke dobivene kao sjeciste pravca kroz ishodiste i tocke pridruzene brojevima
t1 i to i pravca okomitog na os x kroz tocku (0,1) na osi  imati y koordinate
jednake 1, odnosno tangensi brojeva t; i to bit ce jednaki upravo 1.

Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Posluzimo se tablicom na

s
dnu prve stranice dokumenta, te iscitamo da je tangens kuta 1 jednak 1. Dakle

T
uocimo da tada t; mora biti jednak —. Podsjecam da zbog prirode trigonometri-

jske funkcije tangens ne trebamo odrediti 5. To je ilustrirano na sljedecoj slici:
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§

Dakle mozemo zakljuciti da je rjesenje jednadzbe na intervalu [0, 27] jednako:

™
tlZZ

Napomena: Napominjem da je dovoljno odrediti samo t; zbog prirode
trigonometrijske funkcije tangens!

No kako znamo da je tangens trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti pon-
avljaju nakon svakih m, sva rjesenja prve jednadzbe su zapravo:

tlzg—kkw,kez

Rijesavajuci drugu trigonometrijsku jednadzbu dobili smo jedno rjesenje i to
To = 1 + km, k € Z. Dakle pocetna trigonometrijska jednadzba ima ukupno

1
dva rjesenja i to x1 = arctg§ +km, ke€Zixg = % + km, ke Z.

& Zadatak 13: (str. 119) 4) Rijesi sljedecu jednadzbu:

4dsinzcosx — 1 =2(sinx — cosx)

Rjesenje: Jednadzbu cemo rijesiti rastavljanjem na faktore. Najprije se rijesim
zagrade na desnoj strani jednadzbe:

4sinzcosx — 1 =2(sinz — cosx)

4sinxcosx —1 =2sinx —2cosx

"Prebacim" sve sto je na desnoj strani na lijevu:

4sinxcosx —1 —2sinx +2cosx =0
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Zapisem sumande u malo drugacijem poretku:
4sinzcosx +2cosx —2sinz —1=0
Izlucim 2 cosx iz prva dva sumanda te —1 iz druga dva, slijedi:
2cosx (2sinz 4+ 1) —1(2sinz+1) =0

Nadalje vidim da oba sumanda sadrze izraz 2sin x4+ 1 pa ga izlucim. Jednadzba
prelazi u sljedeci oblik:

(2sinz +1)(2cosz—1) =0

Sada znam da ako je umnozak neka dva broja jednak 0, tada je ili prvi od ta
dva broja jednak 0 ili je onaj drugi jednak 0. Primjenim li tu cinjenicu u nasem
slucaju mora vrijediti:

2sinz+1=0 ili 2cosz—1=0
Separiramo nepoznanice na lijevu poznanice na desnu stranu:
2sinz = —1 ili 2cosz =1
Obadvije jednadzbe podijelim s 2:

2sine =—-1/:21ili 2cosz=1/:2

sine = —— ili cosx = =
2 2

Dakle dobili smo dvije osnovne trigonometrijske jednadzbe:

. 1

sinrx = ——
2

coST = —

2

Usredotocim se na pocetku na prvu trigonometrijsku jednadzbu. Nas zadatak
1
postaje odrediti za koje je kuteve t vrijednost funkcije sin jednak —5 U tu

svrhu pogledajmo sljedecu sliku:

cos
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Dakle sinuse citamo na osi y, kako se —3 nalazi na sredini izmedu ishodista i

7r
tocke —— ucrtamo tocku na osi y ispod ishodista, jer je negativna, na udaljenosti

od —0.5. Te povucemo okomicu na os y kroz tu tocku. Zatim pogledamo sjeciste
tog pravca i brojevne kruznice, to su tocke E(t1) i E(ts).

Kako po definciiji sinusa znamo da je to upravo y koordinata tocke na brojevnoj
kruznici pridruzene nekom broju, vidimo da ce tocke pridruzene brojevima t; i

to imati y koordinate jednake 5 odnosno sinusi brojeva t; i to bit ce jednaki

upravo ——.
Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Posluzimo se tablicom na dnu

1
prve stranice dokumenta. Uocavamo da u njoj nema broja —— u retku u kojem
T
se nalaze vrijednosti funkcije sinus, no mozemo iscitati da je sinus kuta A jednak

1
3 Promotrimo sljedecu sliku:

Promatrajuci sliku mogu uociti da sam se do tocke E(t1) po pokruznici od tocke

™
pridruzene kutu 0 pomaknuo za istu udaljenost kao i do tocke F (<6> samo u

T
suprotnom smjeru. Iz toga mozemo zakljuciti da t5 mora biti jednako ——.

Nadalje promotrimo sljedecu sliku:

Promatrajuci sliku mogu uociti da sam se do tocke E(ts) po pokruznici od tocke
pridruzene kutu —7 pomaknuo za istu udaljenost kao i do tocke E(t1) samo u

T
suprotnom smjeru. Posto smo zakljucili da ¢; mora biti jednako 5 tada to
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treba biti jednako —7 + & jer se prema njoj pomicem u pozitivnom smjeru od

5
tocke pridruzene kutu —7 po brojevnoj kruznici, dakle to mora biti f%. To je
ilustrirano na sljedecoj slici:

Dakle mozemo zakljuciti da su rjesenja prve jednadzbe na intervalu [0, 27| jed-
naka:

o 7T
h=—¢
o T

6

No kako znamo da je sinus trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti ponavl-
jaju nakon svakih 27, sva rjesenja prve jednadzbe su zapravo:

1 :—%+2lm, keZ
5
x2:—%+2k7r, kel
Nadalje trebamo jos rijesiti drugu trigonometrijsku jednadzbu:
cosx = —

Nas zadatak postaje odrediti za koje je kuteve ¢ vrijednost funkcije cos jednak

1
3 U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:

sin
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1
Dakle kosinuse citamo na osi z, kako je 3 priblizno jednako 0.71 ucrtamo tocku

na osi x desno od ishodista, jer je pozitvna, na udaljenosti od tocno 0.5. Te
povucemo okomicu na os x kroz tu tocku. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca
i brojevne kruznice, to su tocke E(t1) i E(tz).

Kako po definciiji kosinusa znamo da je to upravo x koordinata tocke na bro-
jevnoj kruznici pridruzene nekom broju, vidimo da ce tocke pridruzene broje-

1
vima t; i to imati x koordinate jednake 2 odnosno kosinusi brojeva t; i to bit

ce jednaki upravo —.
Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Posluzimo se tablicom na dnu
1
prve stranice dokumenta, te iscitamo da je kosinus kuta g jednak 5 Dakle
™
uocimo da tada t; mora biti jednak —. Pitanje je cemu je onda jednak ¢5? U

tu svrhu promotrimo sljedecu sliku:

sin

Promatrajuci sliku mogu uociti da sam se do tocke E(t2) pokruznici od osi x
pomaknuo za istu udaljenost kao i do tocke E(t1) samo u suprotnom smjeru.

Posto smo zakljucili da ¢; mora biti jednako 3 tada to treba biti jednako —%,

jer se prema njoj pomicem u negativnom smjeru od osi  po brojevnoj kruznici.
To je ilustrirano na sljedecoj slici:

Dakle mozemo zakljuciti da su rjesenja druge jednadzbe na intervalu [0, 27|
jednaka:

™
tlzg
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’/T
tngg

No kako znamo da je kosinus trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti pon-
avljaju nakon svakih 27, sva rjesenja druge jednadzbe su zapravo:

x3=g+2lm,kez

x4:—g+2k7r, keZ

Dakle pocetna trigonometrijska jednadzba ima ukupno cetiri rjesenja i to

5
T = —%—&-anr, k € Z, xo z—g—I—QkW, k€7, x3 = g—FQk‘TF, keZi
2y = f§+2k7r, kel

& Zadatak 14: (str. 119) 4) Rijesi sljedecu jednadzbu:

Sin(%—&-x)cos(g—x)—cos(%—&—x)sin(g—x) :%

Rjesenje: Dakle na prvi pogled ova jednadzba izgleda izuzetno slozena, no pro-
motrimo sljdeci adicijski teorem sa svrhom da pronadjemo neke slicnosti:

sin (¢ — ) =sina - cos f — cos - sin 8
. . . . 7r
Pokusajmo u jednadzbi 5 + x oznaciti s @, a — — x s 5. Racunam:
. (T T T AL 1
Sin (8—&—3:) cos(g —x) — CcoS (8—&—36) sm(§ —x) = B
N—— —— N—— N——
a B a B

1
sina - cos B —cosa -sin 8 = 3

Izraz na lijevoj strani prepoznajem kao adicijski teorem za sinus:

. 1
Sln(a—ﬂ)—§
Zamijenim natragasﬁ—&—x, te B s — — x. Slijedi:
nfpe- (5-2)) -}
in|jzte 37 %)] =3
T 1
Sln|:6+$—§—(—$)j|—§



. (77 T fo4 ) 1
sin(—-——-+zx+z)=_

6 3 2
Svedem razlomke na zajednicki nazivnik 6 kako bi ih zbrojio:

. (m—=2m 9 1
in ——
° 6 v 2

sin (—z —|—2x> = 1
6 2

Dakle ovim sredjivanjem dobili smo trigonometrijsku jednadzbu koja se svodi

na osnovinu:
. T 1
sin (20 — =) = =
6 2

Uvedem supstituciju ¢ = 2z — % Tada jednadzba prelazi u sljedeci obliik:
1
— =sin <2x — I)
2 6
——
t
— =sint

2
Zamijenim lijevu i desnu stranu jednadzbe da poprimi standardni oblik:

it 1
sint = -
2

Na ovaj nacin pocetnu jednadzbu sveli smo na osnovnu, te nas glavni zadatak

1
postaje odrediti za koje je kuteve ¢ vrijednost funkcije sin jednak —. U tu svrhu

pogledajmo sljedecu sliku:

1
Dakle sinuse citamo na osi y, kako se 3 nalazi na sredini izmedu ishodista i

T
tocke 5 ucrtamo tocku na osi y iznad ishodista, jer je pozitvna, na udaljenosti

od 0.5. Te povucemo okomicu na os y kroz tu tocku. Zatim pogledamo sjeciste
tog pravca i brojevne kruznice, to su tocke E(t1) i E(ta).
Kako po definciiji sinusa znamo da je to upravo y koordinata tocke na brojevnoj
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kruznici pridruzene nekom broju, vidimo da ce tocke pridruzene brojevima t; i

to imati y koordinate jednake 2 odnosno sinusi brojeva t; i t3 bit ce jednaki

upravo —.
2
Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Posluzimo se tablicom na

1

—. Dakl
@ 5+ Dakle
uocimo da tada t; mora biti jednak 5 Pitanje je cemu je onda jednak t5?7 U
tu svrhu promotrimo sljedecu sliku:

0
dnu prve stranice dokumenta, te iscitamo da je sinus kuta — jednak

Promatrajuci sliku mogu uociti da sam se do tocke E(t2) po pokruznici od tocke
pridruzene kutu 7 pomaknuo za istu udaljenost kao i do tocke E(t;) samo u

T
suprotnom smjeru. Posto smo zakljucili da ¢; mora biti jednako & tada to
treba biti jednako m — & jer se prema njoj pomicem u negativnom smjeru od

o7
tocke pridruzene kutu 7@ po brojevnoj kruznici, dakle to mora biti —. To je

ilustrirano na sljedecoj slici:

Dakle mozemo zakljuciti da su rjesenja jednadzbe na intervalu [0, 27| jednaka:

s
tlzg

to =

SE
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No kako znamo da je sinus trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti ponavl-
jaju nakon svakih 27, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

t1:%+2kﬁ,k€Z

5
t2=§+2lm, ke
No da bih dobio konacno rjesenje pocetne jednadzbe moram jos vratiti supsti-
tuciju. Vrijedi:

Racunam:

"Prebacim" % na desnu stranu:
T w
21‘1 = 6 + 6 + 2km

Zbrojim sumu na desnoj strani, nema potrebe svoditi na zajednicki nazivnik jer
je on vec jednak:

2
21 = % + 2km

Pokratim sto se pokratiti dade:

19

2v1 = —— + 2km
A
w
21 = 3 + 2km
Sve podijelim s 2:
29&1:%4—214;#/:2

% %

™

"2y 3 2k
2
1

Nadalje racunam:

s 51
229 — 5 = 5 + 2km
"Prebacim" % na desnu stranu:
T 5T

9y = & + 2T L o
T2 =g g T
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Zbrojim sumu na desnoj strani, nema potrebe svoditi na zajednicki nazivnik jer
je on vec jednak:

2.%2 = 6% +2k’ﬂ'

Pokratim sto se pokratiti dade:

1
2r9 = ﬁ + 2km

$1
2x9 =+ 2k7

Sve podijelim s 2:
209 =7+ 2kmw /12

1 1
k
A 7T+ Z T

L2 A
0
x2:§+k7r7k:€Z

Dakle pocetna trigonometrijska jednadzba ima ukupno dva rjesenja i to
T ) m
x1:6+k7r, k621x2:§+k7r, ke Z.

& Zadatak 15: (str. 119) 3) Rijesi sljedecu jednadzbu:

sin bx = sin 2z cos 3x

Rjesenje: Dakle pogledamo li danu trigonometrijsku jednadzbu mozemo uociti
da ona sadrzi i razlicite trigonometrijske funkcije i razlicite argumente sto nije
bas dobar znak. No prisjetimo se da postoji nesto sto se formule pretvorbe
umnoska u zbroj, tocnije da vrijedi sljedeci identitet:

1
sinz cosy = 3 [sin (x 4+ y) + sin (z — y)]
Taj identitet nam daje ideju da probamo desnu stranu jednadzbe iz umnoska

pretvoriti u zbroj te na taj nacin dobiti vise jednakih trigonometrijskih funkcija
i/ili argumenata. Racunam:

sin bx = sin 2z cos 3x

1
sin bx = 3 [sin (2z + 3z) + sin (22 — 3x)]

. 1. :
sin 5x = 3 [sin 5z + sin (—x)]

Izmnozim cijelu jednadzbu s 2:

1
sinbx = 3 [sin b5z + sin (—x)] /-2
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1
sin 5z - 2 = — [sin 52 + sin (—x)] - Z*

12
2sinbx = sin bz + sin (—x)
"Prebacimo" sin 5z s desne na lijevu stranu:
2sin bz — sin bz = sin (—x)
sin 5z = sin (—x)

Ovo je jednadzba koja spada pod one koje se svode na osnovne.

Napomena: Ova jednadzba je tipa:
sint; = sinty, t1,t2 € R

Njezina rjesenja dobe se na nacin da se rijese sljedece dvije linearne jed-
nadzbe:
ty =to+2km,k €Z

t1:W7t2+2k7T,k'€Z

Imajuci na umu gornju napomenu argument s lijeve strane 5z oznacim s ¢, dok
argument s desne strane —x oznacim s ts:

sin bz = sin(—x)
~~ ——
t1 to
sint; = sinty
Prema napomeni tada su rjesenja dana s:

t1 :t2+2k7r,k€Z

th=m—ty+2km,k €Z

Vratim natrag umjesto ¢, izraz bx, te umjesto to izraz —x. Usredotocim se za
pocetak na prvu jednadzbu:

12k, k€7

t1 = ta
~— =~
5z —x

Sr = —x + 2km
"Prebacim" —x na drugu stranu, slijedi:
Sz 4+ x = 2km

6x = 2km

Podijelim cijelu jednadzbu s 6:

6x =2kmw /: 6
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Pokratim sto se pokratiti dade:

Bz _ Zhr
ﬁl ﬁ?)
_

T3

k
Dakle rjesenje prve jednadzbe jest x; = %,k € Z. Rijesimo sada jos drugu

jednadzbu:
t1, =m— to +2]€’/T,k€Z
~— ~—
5x —x

Se=m— (—x) + 2knw
St =m+x + 2k
"Prebacim" x na drugu stranu, slijedi:
5t —x =7+ 2k
dr =7+ 2km
Podijelim cijelu jednadzbu s 4:

de=m+2kn/:4

dr w2k
R
Pokratim sto se pokratiti dade:
Y o L ke
L4 A
o km
T=Ity
. . . . T km
Dakle rjesenje druge jednadzbe jest xo = 1 + 5 k€ Z.
Pocetna trigonometrijska jednadzba ima ukupno dva rjesenja i to
= heZiz ="+ ez
N SRR '

& Zadatak 16: (str. 119) 3) Rijesi sljedecu jednadzbu:

2sinx +9cosx =7
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Napomena: Ovo je linearna trigonometrijska jednadzba koja se rijesava uz
pomoc univerzalne zamjene. Naime vrijedi:

X
2tg L
35

1+tg2§

sinx =

lftg2§

1+thg

COST =

Uvodjenjem supstitucije t = tgg jednadzba se svodi na algebarsku.

x
2tg —
Rjesenje: Dakle imajuci na umu napomenu zamijenit cemo sin s 7296 te
1+tg22
. 2
1—tg? =
CcosSxT s 323 . Dakle dana jednadzba poprima sljedeci oblik:
1+tg? =
2
2tg L 1—tg? z
2—— 2. 49 2 7
1+tg25 1+tg25

Uvedem supstituciju k = tgg pa jednadzba prelazi u algebarsku:

2%k 1— k2
2 9 -7
Tr e TR

Pomnozim cijelu jednadzbu s 1 + k2. Problem se moze javiti ako je 1 + k2
jednako 0 no to je nemoguce jer je k? uvijek pozitivan, ako pozitivnom broju
dodamo 1 on ce sigurno biti veci od 0. Racunam:

2k 1—k?

_ . 2
21+k2+91+k2_7/ (1+£%)

o 2k .M+91—k2.w
L% 1 L% 1
2:2k+9(1—k*) =7(1+k)

=T7(1+k%)

Rijesimo se zagrada:
4k +9 - 9k* =7+ Tk?

"Prebacimo” sve na desnu stranu kako bi dobili pozitivan vodeci koeficijent kod

kvadratne jednadzbe:
0=T+T7k>+9k*> -9 —kt
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Sredimo dobiveni izraz:
0=16k*>—4k —2

Zamijenimo starne jednakosti kako bi jednadzba poprimila standardni oblik:
16k* — 4k —2 =0
Izraz po kojem izracunavam rjesenja kvadratnih jednadzbi jest:

—b+Vb? — dac

klka = 2%

Nadalje ispisem koeficijente dane kvadratne jednadbe:

a=16
b=—-4
c=—-2

Uvrstim ispisane koeficijente u gornji izraz te racunam:

—(—4) £/ (47 —4-16- (<2)

k17k2 =

2-16
4+ /164 128
ke = =g
4++/144
ki, ky = ——
32
4+12
ki,ke =
1, 2 32

Dakle jedno rijesenje dane kvadratne jednadzbe jest:

4-12 L& -1 1

ky =

32 3 4 4
Dok je drugo rijesenje dane kvadratne jednadzbe:

4412 w1

ko — - 2 _ -
T2 3% 2
I time smo rijesili nasu jednadzbu s time da smo dobili dva rjesenja i to:
1
kl == 71
1
:ZCQ == 5

No da bih dobio konacno rjesenje pocetne jednadzbe moram jos vratiti supsti-
tuciju. Vrijedi:
k=tg
9
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Na taj nacin dobijem dvije osnovne trigonometrijske jednadzbe:

1 ¢ T
1- %7
1 ¢ T
2~ 83
Usredotocimo se za pocetak na prvu od dvije trigonometrijske jednadzbe:
1 ¢ T
1- %7

Zamijenim lijevu i desnu stranu jednadzbe da poprimi standardni oblik:

te T 1
.97 71
Uvodim supstituciju ¢ = 5

¢ x 1
€2 T 71

<~

t
tgt = L
S

Nas glavni zadatak postaje odrediti za koje je kuteve t vrijednost funkcije tg

1
jednaka T U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:

tan

sin

=~ 0/2m

Dakle tangense citamo na pravcu okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi x.

1
Ucrtamo tocku ~1 na tom pravcu tako da se pomaknemo za 1 prema dolje

od osi x na tom pravcu. Povucemo prvac kroz ucrtanu tocku na tom pravcu te
kroz ishodiste. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne kruznice, to su
tocke E(t1) i E(t2).

Kako po definciiji tangensa znamo da je to upravo y koordinata tocke na pravcu
okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi « dobivene kao sjeciste pravca koji
prolazi ishodistem i tockom pridruzenom broju t;, odnosno ts, vidimo da ce
tocke dobivene kao sjeciste pravca kroz ishodiste i tocke pridruzene brojevima
t1 ity i pravca okomitog na os  kroz tocku (0,1) na osi z imati y koordinate
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1 1
jednake ——, odnosno tangensi brojeva ¢ i to bit ce jednaki upravo ——.
Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Promotrimo li tablicu na dnu
1
prve stranice dokumenta, mozemo uociti da se u njoj ne nalazi —— u retku u

kojem su ispisane vrijednosti tangensa, niti bilo kakav slican broj. U takvim
slucajevima kada je vrjednost funkcije tangens razlicita od bilo koje vrijednosti
u tablici te vrijednosti suprotne onoj u tablici (broj iz tablice s negativnim
predznakom) kazemo da je rjesenje jednadzbe na intervalu [0, 27| jednako:

1
t; = arctg (—4)

Napomena: Napominjem da je dovoljno odrediti samo t; zbog prirode
trigonometrijske funkcije tangens!

To je ilustrirano na sljedecoj slici:

tan

sin

e
E(t) [ ~~< 027 08

T TRl ()

No kako znamo da je tangens trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti pon-
avljaju nakon svakih 7, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

1
t, = arctg <—4> +km, keZ

Vratimo supstituciju t = 5:

1
% = arctg (4> + km

1
% = arctg <—4) +kr /-2

Pomnozim izraz s 2:

! 1
E-learctg(—4> 24+ km-2
1
r1 = 2arctg <—4) + 2km
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1
Dakle rjesenje prve jednadzbe jest z1 = 2arctg (—4) +2km, ke Z.

Nadalje promotrimo drugu trigonometrijsku jednadzbu:

1_t x
2~ 8y

Zamijenim lijevu i desnu stranu jednadzbe da poprimi standardni oblik:

¢ 1
837 2
Uvodim supstituciju ¢t = 5
¢ x 1
€2 T2
<~
t
tgt = L
S

Nas glavni zadatak postaje odrediti za koje je kuteve t vrijednost funkcije tg

jednaka 2 U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:

tan

Dakle tangense citamo na pravcu okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi x.

Ucrtamo tocku 3 na tom pravcu tako da se pomaknemo za 3 prema gore od osi

2 na tom pravcu. Povucemo prvac kroz ucrtanu tocku na tom pravcu te kroz
ishodiste. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne kruznice, to su tocke
E(t1) 1 E(ts).

Kako po definciiji tangensa znamo da je to upravo y koordinata tocke na pravcu
okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi « dobivene kao sjeciste pravca koji
prolazi ishodistem i tockom pridruzenom broju t;, odnosno t5, vidimo da ce
tocke dobivene kao sjeciste pravca kroz ishodiste i tocke pridruzene brojevima
t1 1 t2 1 pravca okomitog na os z kroz tocku (0,1) na osi  imati y koordinate

jednake —, odnosno tangensi brojeva t; i ta bit ce jednaki upravo —.
Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Promotrimo li tablicu na dnu

1
prve stranice dokumenta, mozemo uociti da se u njoj ne nalazi — u retku u
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kojem su ispisane vrijednosti tangensa, niti bilo kakav slican broj. U takvim
slucajevima kada je vrjednost funkcije tangens razlicita od bilo koje vrijednosti
u tablici te vrijednosti suprotne onoj u tablici (broj iz tablice s negativnim
predznakom) kazemo da je rjesenje jednadzbe na intervalu [0, 27| jednako:

1
t; = arctg 3

To je ilustrirano na sljedecoj slici:

Napomena: Napominjem da je dovoljno odrediti samo t; zbog prirode
trigonometrijske funkcije tangens!

No kako znamo da je tangens trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti pon-
avljaju nakon svakih m, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

1
t1 :arctg§+k7r, keZ
Vratimo supstituciju ¢t = 5:

To 1
== —arctg = + k
5 arcg2+7r

Pomnozim izraz s 2: 1
% :arctg§+k7r/-2

1
1
T;-Z;:arctg2-2+k7r-2

1
To = 2arctg 5 + 2km

1
Dakle rjesenje druge jednadzbe jest zo = 2 arctg 5 + 2km, k € Z.

Pocetna trigonometrijska jednadzba ima ukupno dva rjesenja i to

1 1
r1 = 2arctg (—4) +2km, k€ Z iz = 2arctg§ + 2km, k € Z.
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& Zadatak 18: (str. 119) 3) Rijesi sljedecu jednadzbu:

(sinz + cosz)? = 1 — cos 2z
Rjesenje: Za pocetak raspisemo lijevu stranu po identitetu za kvadrat binoma
(a+b)* = a® + 2ab + b2. Slijedi:

sin® x + 2sinzcosz + cos? . = 1 — cos 2z

Prisjetimo se da vrijedi osnovni trigonometrijski identitet sin? z + cos?z = 1.
Imajuci to na umu jednadzba poprima sljedeci oblik:

sin® x + cos? z +2sinz cosz = 1 — cos 2z
N————

1

1+2sinxcosz =1—cos2x

Pokratimo sto se pokratiti dade:
1+ 2sinzcosz = { — cos2z

Prisjetimo se da vrijedi identitet za kosinus dvostrukog kuta, odnosno cos2x =
cos®  — sin? z. Primjenim li to na jednadzbu ona poprima sljedeci oblik:

2sinxcosr = — (cos2 x — sin? 1:)

2

"Prebacim" — (cos x — sin? sc) na lijevu stranu, slijedi:

2sinz cosx + cos>z —sin?z =0
Sredim malo poredak sumanada u dobivenoj trigonometrijskoj jednadzbi:
i 2 . . 2
—sin“x + 2sinzcosx + cos”z = 0

Promotrim li sto sam dobio mogu zakljuciti da je zapravo dobivena homogena
trigonometrijska jednadzba koju cemo rijesiti tako da za pocetak cijelu jed-
nadzbu podijelimo s cos? z, slijedi:

—sin®z + 2sinzcosx + cos’x =0 / : cos® &

—sin?z 2sinzcosz  cos?z

cos? cos? cos? x
Pokratim sto se pokratiti dade:

—sin?z  2sinzcosat  cest Tt

+ + —0
cos? x cos 2COS° T 1cos° T
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sin? z sinx

2 +1=0
COS“ T COS T

oab ram : . .
Prema identitetu w3 sredim prvi clan sume, pri tome imam na umu da

sin x
za trigonometrijsku funkciju tangensa vrijedi identitet tgzx = ——. Racunam:
cos T

. 2 .
ST SIn T
- ( ) +2 +1=0
COS T COS T
- ~——

tg?2 x

tgx

—tg?r+2tgz+1=0

Uvedemo li supstituciju k = tg x jednadzba prelazi u algebarsku, tocnije kvadratnu
jednadzbu:
—k*+2k+1=0

Izraz po kojem izracunavam rjesenja kvadratnih jednadzbi jest:

—b+ Vb% —4dac

klakQ = 2%

Nadalje ispisem koeficijente dane kvadratne jednadbe:

a=-—1
b=2
c=1

Uvrstim ispisane koeficijente u gornji izraz te racunam:

—244/22-4.(-1)-1
k17k2: ( )

2-(-1)
—24+4+14
)
—24++/8
-2

ki, ko =

kl;kQ =

—2+2v2
kl,k2=_72\[

2(—-1+£+2
kv, ke = 2(-1£v2)
-2
Dakle jedno rijesenje dane kvadratne jednadzbe jest:
2(-1-+v2)

k1= —
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Z(-1-v9)

k1= ~2_1
_1_\&
Mi=——
k1:1—|—\/§

Dok je drugo rijesenje dane kvadratne jednadzbe:

_2(-1+V2)

koo = —

) 12 (-1++2)

A
=21
1442

’“2:#

ke =1—v2
I time smo rijesili nasu jednadzbu s time da smo dobili dva rjesenja i to:
ki=1+V2
ke =1-V2
No da bih dobio konacno rjesenje pocetne jednadzbe moram jos vratiti supsti-
tuciju. Vrijedi:
k=tgx
Na taj nacin dobijem dvije osnovne trigonometrijske jednadzbe:
1+V2=tgx
1-V2=tgx
Usredotocimo se za pocetak na prvu od dvije trigonometrijske jednadzbe:
1+V2 =tgx
Zamijenim lijevu i desnu stranu jednadzbe da poprimi standardni oblik:

tgac:1+\/§

Nas glavni zadatak postaje odrediti za koje je kuteve t vrijednost funkcije tg
jednaka 1+ v/2. U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:
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/ 5
1+v2

/ 0/ €05

Dakle tangense citamo na pravcu okomitom na os z kroz tocku (0,1) na osi x.
Ucrtamo tocku 1 + v/2 na tom praveu tako da se pomaknemo za 1 + v/2 prema
gore od osi x na tom pravcu. Povucemo prvac kroz ucrtanu tocku na tom pravcu
te kroz ishodiste. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne kruznice, to
su tocke E(t1) i E(ts).

Kako po definciiji tangensa znamo da je to upravo y koordinata tocke na pravcu
okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi « dobivene kao sjeciste pravca koji
prolazi ishodistem i tockom pridruzenom broju t;, odnosno t5, vidimo da ce
tocke dobivene kao sjeciste pravca kroz ishodiste i tocke pridruzene brojevima
t1 1 t2 1 pravca okomitog na os z kroz tocku (0,1) na osi  imati y koordinate
jednake 14 v/2, odnosno tangensi brojeva t; i to bit ce jednaki upravo 1 + /2.
Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Promotrimo li tablicu na dnu
prve stranice dokumenta, mozemo uociti da se u njoj ne nalazi 1 + /2 u retku
u kojem su ispisane vrijednosti tangensa, niti bilo kakav slican broj. U takvim
slucajevima kada je vrjednost funkcije tangens razlicita od bilo koje vrijednosti
u tablici te vrijednosti suprotne onoj u tablici (broj iz tablice s negativnim
predznakom) kazemo da je rjesenje jednadzbe na intervalu [0, 27| jednako:

t, = arctg (1 + \[2)

To je ilustrirano na sljedecoj slici:

/ 0/25 €05

99



Napomena: Napominjem da je dovoljno odrediti samo t; zbog prirode
trigonometrijske funkcije tangens!

No kako znamo da je tangens trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti pon-
avljaju nakon svakih 7, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

1 :arctg(l—l—ﬁ) +km, keZ
Nadalje rijesimo drugu trigonometrijsku jednadzbu:
1-V2=tgx
Zamijenim lijevu i desnu stranu jednadzbe da poprimi standardni oblik:
tgr =1— V2

Nas glavni zadatak postaje odrediti za koje je kuteve t vrijednost funkcije tg
jednaka 1 — /2. U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:

tan

Dakle tangense citamo na pravcu okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi
z. Uecrtamo tocku 1 — v/2 na tom pravcu tako da se pomaknemo za |1 — \/§|
prema dolje od osi x na tom pravcu. Povucemo prvac kroz ucrtanu tocku na
tom pravcu te kroz ishodiste. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne
kruznice, to su tocke E(t1) i E(ts).

Kako po definciiji tangensa znamo da je to upravo y koordinata tocke na pravcu
okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi « dobivene kao sjeciste pravca koji
prolazi ishodistem i tockom pridruzenom broju t;, odnosno ts, vidimo da ce
tocke dobivene kao sjeciste pravca kroz ishodiste i tocke pridruzene brojevima
t1 1ty i pravca okomitog na os  kroz tocku (0,1) na osi z imati y koordinate
jednake 1 — v/2, odnosno tangensi brojeva t; i t5 bit ce jednaki upravo 1 — /2.
Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Promotrimo li tablicu na dnu
prve stranice dokumenta, mozemo uociti da se u njoj ne nalazi 1 — v/2 u retku
u kojem su ispisane vrijednosti tangensa, niti bilo kakav slican broj. U takvim
slucajevima kada je vrjednost funkcije tangens razlicita od bilo koje vrijednosti
u tablici te vrijednosti suprotne onoj u tablici (broj iz tablice s negativnim
predznakom) kazemo da je rjesenje jednadzbe na intervalu [0, 27| jednako:

t, = arctg (1 - \[2)
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To je ilustrirano na sljedecoj slici:

Napomena: Napominjem da je dovoljno odrediti samo t; zbog prirode
trigonometrijske funkcije tangens!

No kako znamo da je tangens trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti pon-
avljaju nakon svakih 7, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

mzarctg(l—ﬂ)—i—lmr, keZ

Pocetna trigonometrijska jednadzba ima ukupno dva rjesenja i to
T :arctg(l—i—ﬂ) + km, kEZixgzarctg(l—\/i) + km, k€ Z.

& Zadatak 19: (str. 119) 4) Rijesi sljedecu jednadzbu:

4T

X .
4 — =sin2zx
2

cos” — — sin
2

Rjesenje: Izraz na lijevoj strani rastavim po identitetu za razliku kvadrata
a® —b? = (a—b) (a +b), slijedi:

X . X .
cos? Z —sin? Z = sin 2z
2
(cos2 2 _ sin? f) (0082 Z +sin? 7) = sin 2z
2 2 2 2

Prisjetimo se da vrijedi temeljni trigonometrijski identitet, tocnije

x x
sin?z + cos?2z = 1. U nasem slucaju to znaci da vrijedi cos? = + sin? = = 1.
Primjenim li tu cinjenicu na jednadzbu ona poprima sljedeci oblik:

(0052 g — sin? g) (0052 g + sin? g) = sin 2z

1
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2 L

x .
2 — =sin2z
2

cos“ — — sin
2

Nadalje prisjetimo se da vrijedi identitet za kosinus dvostrukog kuta, odnosno
cos 2z = cos? x — sin? z, u nasem slucaju to znaci da vrijedi

x T T
cos?2 Z —sin? Z = cos (2 . —) = cosz. Slijedi:
2 2 2
cos® r_ sin? L sin 2x
2 2

cos T
cosx = sin2x

Umjesto da ovu jednadzbu rijesimo rastavljanjem na faktore pokusajmo je ri-
jesiti na malo alternativniji i mozebitno brzi nacin. Ideja jest svesto ovu jed-
nadzbu na oblik sin (ax + b) = sin (cx +d) a,b,c,d € R. Postavlja se pitanje
kako to postici, no odgovor je ociti. Svaki puta kada smo htjeli mijenjati vrstu
trigonometrijske funkcije u trigonometrijskoj jednadzbi koristili smo formule re-
dukcije, pa cemo to uciniti i ovaj put. Prisjetim se da vrijedi:

. ™
S 5—3} = COST

Primjenim li to na dobivenu trigonometrijsku jednadzbu ona poprima sljedeci
oblik:

cosr =sin2x
~—~—

sin %793)
. ™ .
sin 5~ T ) = sin2x

Ovo je jednadzba koja spada pod one koje se svode na osnovne.

Napomena: Ova jednadzba je tipa:
sint1 = Sintg, tl,tQ eR

Njezina rjesenja dobe se na nacin da se rijese sljedece dvije linearne jed-
nadzbe:
3] :t2+2kﬂ',k ez

t1:71'—t2+2k7T,]€€Z

o . o ™ .
Imajuci na umu gornju napomenu argument s lijeve strane 5 — % oznacim s t1,

dok argument s desne strane 2x oznacim s to:

sin (g - a:) = sin (2x)
2/ -

t1 b2

sint; = sinty

62



Prema napomeni tada su rjesenja dana s:

t1 :t2+2kﬂ',k eZ
t1 :7r—t2+2k7r,k€Z
™
Vratim natrag umjesto ¢; izraz 5~ te umjesto t9 izraz 2z. Usredotocim se

za pocetak na prvu jednadzbu:

~+

1 = +2km, k€ Z

{

ta
~—
2x

[SE]

g—$=21‘+2]€ﬂ'

"Prebacim" 2z s desne na lijevu stranu kao i g s lijeve na desnu stranu, slijedi:
—xr —2x = —g+2k7r

3z = —g + 2kn
Podijelim cijelu jednadzbu s —3:

—3z = —g +2kmw /1 (=3)

™
—3z 9 n 2km
-3 -3 -3
1
Pokratim sto se pokratiti dade:
7T
e 7y ok
=% 3 3
/1
oo T 2km
6 3
. . . . T 2km
Dakle rjesenje prve jednadzbe jest x1 = 5 + 5 keZ.

2km
Napomena: Promjena predznaka ispred 5 nije greska, to se smije uciniti!

Rijesimo sada jos drugu jednadzbu:

ti, =m— ty +2km,k€Z
—~ —~~

™ _ =
35— 2x
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2793:7T72ZE+2]C7T

Sx =7+ x + 2kw

"Prebacim" 2z s desne na lijevu stranu kao i 5 s lijeve na desnu stranu, slijedi:

—x+2z:ﬂ'—g—|—2k7r

Svedem sumu na desnoj strani na zajednicki nazivnik 2 kako bih je zbrojio:

™ =T

2
xzﬂ—g+2k7r: + 2km
x:g+2k7r

Dakle rjesenje druge jednadzbe jest o = g + 2k, k € Z.

Pocetna trigonometrijska jednadzba ima ukupno dva rjesenja i to

2k
mlzg—‘,—%’kEleQ:g"'Qkﬂ-)keZ

& Zadatak 20: (str. 119) 2) Rijesi sljedecu jednadzbu:

COS DT COs T = €0s b6x cos 2x
Rjesenje: Dakle da bih rijesio ovu jednadzbu prisjetim se da postoje formule
pretvorbe umnoska u sumu, kao recimo:

1
coszcosy = 5 [cos (z + y) + cos (z — y)]

Primjenim li tu formulu na lijevu i desnu stranu dane jednadzbe onda prelazi u
sljedeci oblik:

% [cos (Bx + x) + cos (bx — x)] = % [cos (6x + 2x) + cos (62 — 2x)]

1 1
3 (cos 6x + cosdx) = 3 (cos 8x + cos4x)

Pomnozim cijelu jednadzbu s 2:

1 1
3 (cos 6x + cosdx) = 3 (cos8x + cosdx) /-2

1 oo !
— (cos 6z + cosdx) - — (cos 8z + cos4x) - T

7 1 7

cos 6x + cos4x = cos 8x + cos4dx

Pokratim sto se pokratiti dade:
cos 6x + cos4T = cos 8z + cos4T

cos 6x = cos 8x

Ovo je jednadzba koja spada pod one koje se svode na osnovne.
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Napomena: Ova jednadzba je tipa:
costy = costy, t1,ta ER

Njezina rjesenja dobe se na nacin da se rijese sljedece dvije linearne jed-

ti=to+2kmkEZ

nadzbe:
ty = —ty+2km, k€ Z

Imajuci na umu gornju napomenu argument s lijeve strane 6z oznacim s t;, dok

argument s desne strane 8x oznacim s ts:

cos 6z = cos (8x)
—

th t2
sint; = sinty
Prema napomeni tada su rjesenja dana s:
t1 =ty +2km,k €Z
ty = —ta+2km,k€Z

Vratim natrag umjesto t; izraz 6x, te umjesto to izraz 2zx. Usredotocim se za

pocetak na prvu jednadzbu:
= to +2km,k€Z
~—

t1 =
—
6z 8z
6x = 8z + 2k~
"Prebacim" 8z s desne na lijevu stranu, slijedi:
6x — 8z = 2km
—2x = 2km
Podijelim cijelu jednadzbu s —2:
—2x =2km [ : (=2)
—2x  2km
-2 =2
Pokratim sto se pokratiti dade:
o gkn
=2 2,
km
r=—
-1
x=—km

Dakle rjesenje prve jednadzbe jest z1 = kw, k € Z.
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Napomena: Promjena predznaka ispred k7 nije greska, to se smije uciniti!

Rijesimo sada jos drugu jednadzbu:

t1, =m— to +2]€’/T,k€Z
~— —~—
6z 8z

6x = — (8x) + 2km
6r = —8x + 2km
"Prebacim" —8z s desne na lijevu stranu, slijedi:
6x + 8x = 2k7
14z = 2km

Podijelim cijelu jednadzbu s 14:

14z = 2km / : 14

l4x  2km
14 14
Pokratim sto se pokratiti dade:
Ddr  Jkn
My, M
,oh
T

k
Dakle rjesenje druge jednadzbe jest o = 77T, keZ.

Pocetna trigonometrijska jednadzba ima ukupno dva rjesenja i to

xlzkﬂr,kEZim:k?ﬂ-,REZ.

I za kraj jedan zadatak samo i iskljucivo u svrhu demonstracije!

[*x] Zadatak 22: (str. 119) 2) Rijesi sustav jednadzbi:

coszx—l—cosz: —
4
om
r—y=—
Y=
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Rjesenje: Dakle ovaj sustav pokusat cemo rijesiti na isti nacin kao i obican
sustav dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice. To znaci da prvo preko
druge jednadzbe y prikazem pomocu z. Racunam:

2 2 v
CosS“x + cos“y = —

%8 5w

Uvrstim taj izraz u prvu jednadzbu:

5 7
coszczc—&—cos2 (:lc — g) = -

Prisjetim se adicijskog teorema za kosinus:
cos(x —y) =cosx-cosy+sinz-siny

Primjenim ga na drugi sumand u jedandzbi, slijedi:

cos?z + |cos x_51 Z_Z
6 4

cos? x + |cosx cos5—7r +sinx sin5—7r i = Z
6 6] 4
) 5
Prisjetim se da vrijedi sin% =3 te cos% =5 Imajuci to na umu

racunam dalje:

2
1
cos? z + [cosx~ (—?) —|—sin:c~2] :g

Primjenim identite za racunanje kvadrata binoma (a4 b)* = a® + 2ab + b2,
slijedi:
2 2
3 3 1 1 7
cos? x + (—\Qf cosm) + 2 (—\2[ cosm) 3 sinx + (2 sinx) =1
Pokratim sto se pokratiti dade:

2 1

1 1\?
cos® z + <\g§) cos’x + = <\/§) — sinx cosz + <2> sin?z = 2

1 2 ) h
cos® x + (—\f’)

cos® x + § coSs
4

2 2
COSQx——gsinxcosx—i— — SinzavzZ
2 2 4

2 2

3 . n 1. 7
T — —sinxcosx + —sin“z = —
2 4 4
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Svedem prva dva clana sume na lijevoj strani na zajednicki nazivnik 4 kako bi
ih zbrojio:

4 2 +3 2 3 . +1 .2 7
—cos“r+ —cos“x — —sinxcosx + —sin“x = —
4 4 2 4 4

7cos2 35' cos T + 1s' 2 !

- r— —sinxcosz + —sin“z = —

4 2 4 4

7 7
Prisjetim se da 1 mogu prikazati kao 1 1, slijedi:

cos? 5 sinx cosx + L sin?z = 1
4 2 4 4
Nadalje prisjetim se da vrijedi temeljni trigonometrijski identitet
sin z + cos®z = 1. Broj 1 na desnoj strani jednadzbe sada zamijenim s
sin? z + cos? z. Jedandzba prelazi u sljedeci oblik:

T, 3 . 1.,
— COS zf7s1nxcosz+zsm xr =

1 . (sin2 x + cos? z)

7
4
—cos?x — jsinwcosx—i— 1singc = zsinQ;zc—i— —cos’z
4 2 4 4 4

Pokratim sto se pokratiti dade:

1
g/cas/zgfésinxcostrzsin?x: Esin2m+%

. 1 2 7. 2
—SInxcosx + —sSin“xr = - sin“x
2 4 4

7
"Prebacim" 1 sin? z s desne na lijevu stranu jednadzbe:

3 1 7
TSinxcosx—&— Zsinzx— Zsinzx =0

2

—sinxcosz — —sin“z =0
2 4
Pokratim sto se pokratiti dade:
3
L ginxcosz — —sin?z =0

e

3 3
TSinxcosx— §sin2x =0

Cijelu jednadzbu pomknozim s 2:
3 3
TSinxcosa? - §sin2x =0/-2
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—sinxcosr - — — —sin“z-— =0

1 12 1
\/gsina:cosxfBSiHQx =0

Nadalje ovdje je kljucno primjetiti da 3 mogu prikazati kao (\/3)2 Imajuci to
na umu racunam dalje:

2
V3sinzcosz — (\/§> sin?x = 0
Sredim drugi izraz po sljedecem identitetu a™ - b = (ab)". Dakel vrijedi:

2
V3sinzcosz — (\/gsinx) =0

V3 223 ., 2
12

Izlucim /3 sin z:
V3sinz (cosx — \/gsinx> =0

Sada znam da ako je umnozak neka dva broja jednak 0, tada je ili prvi od ta
dva broja jednak 0 ili je onaj drugi jednak 0. Primjenim li tu cinjenicu u nasem
slucaju mora vrijediti:

V3sinz =0 ili cosz —V3sinz =0
Dakle sredimo li te dvije trigonometrijske jednadzbe dobijemo:

V3sinz =0/:v3 ili cosz —3sinz =0

1)/§sinx~ L =0 ili cosz—V3sinz=0
1

sinz =0 ili cosz —V3sinz =0
I time smo dobili dvije nove trigonometrijske jednadzbe koje lako rijesavamo:
sinz =0
cosz —/3sinz =0
Za pocetak rijesavam prvu trigonometrijsku jednadzbu:
sint =0

Glavni zadatak postaje odrediti za koje je kuteve t vrijednost funkcije sin jed-
naka 0. U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:

EIEA
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Dakle sinuse citamo na osi y, kako se 0 nalazi tocno u ishodistu ucrtamo tocku
tocno u ishodistu koordinatnog sustava. Povucemo okomicu na os y kroz tu
tocku. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne kruznice, to su tocke
E(t1) 1 E(t2).

Kako po definciiji sinusa znamo da je to upravo y koordinata tocke na brojevnoj
kruznici pridruzene nekom broju, vidimo da ce tocke pridruzene brojevima t;
i to imati y koordinate jednake 0, odnosno sinusi brojeva t1 i to bit ce jednaki
upravo 0.

Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Promotrimo li sliku danu malo
prije mozemo lako zakljuciti da sinusi kuteva 0 i 7 moraju biti jednaki 0. To
znaci da ocito t; mora biti jednak 0, odnosno to mora biti jednak 7. To je
ilustrirano na sljedecoj slici:

Dakle mozemo zakljuciti da su rjesenja jednadzbe na intervalu [0, 27| jednaka:
t1=0

tgzﬂ'

No kako znamo da je sinus trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti ponavl-
jaju nakon svakih 27, sva rjesenja dobivene jednadzbe su zapravo:

r1=04+2knr =2km, kE€Z

To =7 +2kmw, kel

Rijesavajuci prvu trigonometrijsku jednadzbu dobili smo dva rjesenja i to
1 =2km, k € Zixy=m+2kw, k € Z. To rjesenje mozemo skraceno pisati
kao x1 = km, k € Z. Nadalje preostaje mi jos rijesiti drugu trigonometrijsku
jednadzbu:

cosz —/3sinz = 0

Ovu jednadzbu rijesit cemo tako da prvo cosz s lijeve strane "prebacimo' na
desnu stranu:

f\/gsinm = —Cosx

Najprije podijelimo cijelu jednadzbu s — cos z:

—V3sinx = —cosx / : (—cosx)
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AV/3sinx _ l_cesT
Acosw —cesT
38

COosT

Napomena: Tu se postavlja pitanje zasto smo dijelili s cos x usprkos prijas-
noj napomeni da se to ne smije opcenito ciniti. Ovdje se radilo zapravo o
specijalnoj jednadzbi i to homogenoj linearnoj trigonometrijskoj jednadzbi
koja je opcenito oblika:

asinz +bcosz =0 a,beR
Kada se pojavi jednadzba ovakovog oblika pri cemu se pojavljuje i funkcija

sinus i kosinus dopusteno je dijeljenje s cos ili sin funkcijom. Moja pre-
poruka jest da se dijeli s funkcijom cos.

Nadalje cijelu jednadzbu podijelim s /3:
\/gsmx —1/:3

CoOsT

1 sSmx

cosT _ 1
)/?{1 V3
1

sin x 1

cosx ﬁ

Prisjetim se da za trigonometrijsku fukciju tangens vrijedi sljedeci identitet

sin x
tgx = ——. Imajuci to na umu jednadzba poprima sljedeci oblik:
coszT

sinz 1
cosx, /3
tgx

1
tgr = —

V3
Nas glavni zadatak postaje odrediti za koje je kuteve t vrijednost funkcije tg
jednaka 1. U tu svrhu pogledajmo sljedecu sliku:
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Dakle tangense citamo na pravcu okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi x.

Ucrtamo tocku — na tom pravcu tako da se pomaknemo za prema gore
V3 V3

od osi x na tom pravcu. Povucemo prvac kroz ucrtanu tocku na tom pravcu te
kroz ishodiste. Zatim pogledamo sjeciste tog pravca i brojevne kruznice, to su
tocke E(t1) i E(tz2).

Kako po definciiji tangensa znamo da je to upravo y koordinata tocke na pravcu
okomitom na os x kroz tocku (0,1) na osi « dobivene kao sjeciste pravca koji
prolazi ishodistem i tockom pridruzenom broju t;, odnosno t5, vidimo da ce
tocke dobivene kao sjeciste pravca kroz ishodiste i tocke pridruzene brojevima
t1 1 t2 1 pravca okomitog na os z kroz tocku (0,1) na osi  imati y koordinate

jednake 1, odnosno tangensi brojeva t; i to bit ce jednaki upravo —.
Dakle zadatak nam je otkiriti koji su to brojevi. Posluzimo se tablicom na

T 1
dnu prve stranice dokumenta, te iscitamo da je tangens kuta — jednak %

Dakle uocimo da tada t; mora biti jednak T Podsjecam da zbog prirode

trigonometrijske funkcije tangens ne trebamo odrediti t5. To je ilustrirano na
sljedecoj slici:

sin

RO =
/ 2NV
[ 7 {027 cos
\ . - |
E(t) g~ /
-7 AN /

Dakle mozemo zakljuciti da je rjesenje jednadzbe na intervalu [0, 27] jednako:

™
tlzg

Napomena: Napominjem da je dovoljno odrediti samo t; zbog prirode
trigonometrijske funkcije tangens!

No kako znamo da je tangens trigonometrijska funkcija cije se vrijednosti pon-
avljaju nakon svakih 7, sva rjesenja prve jednadzbe su zapravo:

s

ty = 6 +km, keZ
Rijesavajuci drugu trigonometrijsku jednadzbu dobili smo jedno rjesenje i to
To = 5 + km, k € Z. Dakle pocetna trigonometrijska jednadzba ima ukupno
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T
dva rjesenja ito x1 = km, k € Z i x93 = — + km, k € Z. Preostaje jos odrediti

cemu su onda jednaki y. No kako znamo da smo iz druge jednadzbe y izrazili
pomocu z sljedecim izrazom:

y:x—z

Sada lako mozemo odrediti cemu y moraju biti jednaki. Racunam:

L% i L%
= Tr1 — — 111 = To — —
n 1 6 Y2 2 6

Uvrstim k7 umjesto x; i % + km umjesto xo. Slijedi:

o . m om
ylzkﬂ'*E ili y2:g+k7rff
-2
y1:—5—ﬂ—|—k7r ili yo = 7/4/7r—|—k7r
6 B3

9
ylz—%r+k7r,k€Z ili g = — +km, ke Z

Dakle sustav jednadzbi ima dva kao rijesenje sljedeca dva uredjena para:

(xl,yl) = (kﬂ',56ﬂ-+k7r>, keZ

2
(72,1y2) = (g+k7f7—;r+k7r), keZ

Time je zadatak rijesen!
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